
گفتيم تقارن تبديلي اســت كه تحت آن 
شــكل بر خودش منطبق مي شود. وقتي 
شكلي داراي تقارن خطي است، اين شكل 
دو نيمه دارد كه هر نقطة يك نيمه، تحت 
بازتاب نسبت به خط تقارن، بر نيمة ديگر 
واقع مي شود. در بخش قبل توضيح داديم 
كه عــلاوه بر تقارن خطي كه به وســيلة 
بازتاب يك شــكل بر خــودش منطبق 
مي شــود با چرخاندن يا همان دوران نيز 
مي توان يك شــكل را بر خودش منطبق 
كرد. همة نقطه هاي روي و درون يك دايره، 
يك »ناحية دايره اي« ناميده مي شود. به آن 

»ديسك« نيز مي گويند )شكل 1(.
شكل1
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اشاره
در قسمت قبل با تعريف تقارن به عنوان يك تبديل طولپا آشنا شديم. تقارن خطي را نيز تعريف و مثال هايي از آن 
بيان كرديم. در اين بخش با نوع ديگري از تقارن كه به »تقارن دوراني« يا »تقارن چرخشي« معروف است، آشنا 

مي شويم. سپس سعي مي كنيم مثال هاي متفاوتي همراه با حل هاي متنوع از آن ها بيان كنيم.

اگر اين ديســك را به انــدازة هر زاوية 
دلخــواه به دور مركــز آن بچرخانيم، يا 
در اصطلاح رياضي دوران دهيم، در اين 
صورت شكل همواره بر خودش منطبق 
مي شود. يعني با دوراني به اندازة هر زاوية 
دلخواه چنين اتفاقي رخ مي دهد. اكنون 
پرسشــي را مطرح مي كنيم: توجه داريم 
كه در اين دوران ها ديســك بر خودش 
منطبق مي شود، اما ممكن است هر نقطه 
روي خود آن نقطه واقع نشــود. مثلاً اگر 
A نقطة معيني روي اين ديســك باشد 
)شــكل 2(، با هر دوراني نقطة A روي 

خودش واقع نمي شود.
شكل2

اما دوران هايي هم وجود دارند كه سبب 
مي شــوند، هر نقطة ديسك مانند A بر 
خودش منطبق شود. آيا مي توانيد آن ها 

را مشخص كنيد؟
يعني: »ديســك را گرد مركز آن چقدر 
بچرخانيم تا نقطة A دوباره روي خودش 

واقع شود؟«
ايــن چرخاندن يــا دوران دادن اگر يك 
دور كامــل، دو دور كامل و به طور كلي 
هر تعداد دور كامل باشد، از نظر رياضي 
دوران بــه انــدازه 360°×1، 360°×2، 
 k اســت، كــه k×360° ً360×3 و كلا°

برابر 1، 2، 3 و ... خواهد بود.
بنابرايــن، طبــق تعريفي كــه از تقارن 
كرديــم، ايــن دوران ها نيز يــك تقارن 
شكل هستند. حال به جاي يك ديسك 
شــكل 3 را در نظر مي گيريم كه شامل 
يك دايره و يك مربع اســت با مجموعه 
نقطه هاي بين آن ها دو قطر مربع كه دو 
قطر دايره نيز هستند، بر هم عمودند. اين 
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شكل را گرد مركز دايره كه همان مركز 
مربع نيز هســت، در جهت ســاعت گرد 
دوران مي دهيم. آيا مانند ديسك شكل 1 
در هر دوراني شكل 3 بر خودش منطبق 

مي شود؟

شكل3

با كمي دقت مشاهده مي كنيم كه چنين 
نيســت. فقط با دوران هاي به اندازه هاي 
°90، °180، °270 و °360 اين شكل 

بر خودش منطبق مي شود.
پس طبق تعريف، هريك از اين دوران ها 
را يــك تقارن دوراني يا چرخشــي اين 

شكل مي ناميم.
اكنون قبل از آنكه به مثال هاي بيشتري 
بپردازيــم، اجازه بدهيــد تعريف تقارن 

دوراني را بيان كنيم.

 ،F تعريف: هرگاه در صفحة شكل
دوران R به مركز O و زاويه به اندازة 
α را داشته باشيم كه:  
 F يعني دوران يافتة ،R(F)=F :اگر
 α و انـدازة O در دوران بـه مركـز
بـر خودش منطبـق شـود، در اين 
صورت R را يك تقـارن دورانـي يا 

پيچشي شكل F مي ناميم.

با توجــه به اين تعريــف مي توان گفت 
دايره و ديسك بي شــمار تقارن دوراني 
دارنــد، زيرا با هر زاويه بــه اندازة α كه: 
، در دوراني به زاوية α و  < α ≤0 360�
به مركز O، مركز اين دايره يا ديسك بر 

خودش منطبق مي شود )شكل 4(.
البتــه با توجه به تعريــف تقارن خطي، 
دايره يا ديسك بي شمار تقارن خطي نيز 

دارد.

شكل4

يا  دايره  قطر  هر خط شامل يك 
ديسك، يك تقارن خطي آن است 
و هر دوران كه مركز آن روي مركز 
دايره يا مركز ديسك باشد و با هر 
زاوية α كه:  يك تقارن 

دوراني دايره و ديسك است.

بنابراين:

هر دايره يا ديسك بي شمار تقارن 
خطي و دوراني دارد.

اكنون دوباره بــه مربع برمي گرديم. فكر 
مي كنيد مربع چند تقارن خطي و چند 

تقارن دوراني دارد؟
شكل5

در شكل 5 خط هاي d و n شامل قطرهاي 
مربع هستند. آيا با تا كردن صفحة كاغذ 
روي اين دو خط، يك نيمة مربع بر نيمة 
ديگر آن منطبق مي شود؟ چرا؟ به غير از 
اينكه به طور شهودي و همچنين با انجام 
آن به طــور عملي مي توانيد اين انطباق را 
نشــان دهيد، آيا با يك استدلال رياضي 
هم مي توانيد آن را ثابت كنيد؟ مي توانيد 
از هم نهشتي دو مثلث استفاده كنيد. آيا 
مي توانيد نشــان دهيد رأس B بازتاب يا 

 d نســبت به بازتاب با خط D قرينه رأس
است؟

بنابرايــن، خط هــاي d و n كه شــامل 
قطرهاي مربع هستند، هركدام تقارن هاي 
خطي مربع محسوب مي شوند. به همين 
ترتيب، خط هــاي r و m كه هركدام به 
ترتيب از وسط هاي دو ضلع مقابل مربع 
مي گذرنــد نيز تقارن هــاي خطي مربع 

هستند. بنابراين:

مربع داراي چهار تقارن خطي است.

حال به ســراغ تقارن هــاي دوراني مربع 
مي رويم. با توجه بــه توضيح هاي قبلي 
فكر مي كنم مي توانيم تقارن هاي دوراني 
مربع را پيدا كنيم. با يك دوران به اندازة 
زاويــة °90، گرد مركز مربع و در جهت 
ساعت گرد، رأس A روي رأس B و رأس 
B روي رأس C واقع مي شود )شكل 6(.

شكل6

پس ضلع AB مربع روي ضلع BC واقع 
مي شــود. به همين ترتيب رأس C روي 
رأس D و بالاخــره رأس D روي A واقع 
مي شــود. در نتيجه ضلع BC روي ضلع 
CD، ضلــع CD روي ضلع DA و ضلع 
DA روي ضلع AB قرار مي گيرد. با اين 
دوران، مربع بر خودش منطبق مي شود. 
يعني دوران °90 گــرد مركز مربع يك 
 تقارن دوراني آن است كه آن را به صورت
 R 90° نشان مي دهيم. براي آن مي توانيد 
يــك اثبــات رياضــي نيز بيــان كنيد. 
 OA=OB=OC=OD :مي توانيد از اينكه

و اندازة زاويه ها كمك بگيريد.
 ،O به همين ترتيب با يــك دوران گرد
مركز مربــع و زاوية °180 نيز اين مربع 
 C بر خــودش منطبق مي شــود. رأس
دوران يافتة رأس A و رأس D دوران يافتة 
رأس B گــرد مركز مربع و با زاويه اي به 

اندازة °180 است.

ریاضی
ومـدرسه
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شــايد با زاويه هاي با اندازه هاي بزرگ تر 
از °180 كمتر آشــنايي داشــته باشيد. 
در هندســه معمولاً با اين نــوع زاويه ها 
كمتر سروكار داريم. اما در درسي به نام 
»مثلثات« كه بعداً با آن آشنا مي شويد، 
زاويه ها بــه اندازه هاي متفــاوت تعريف 
مي شــوند. حتي زاويه هايي به اندازه هاي 
بزرگ تر از °360 داريم. همة اين زاويه ها 
به كمك دوران تعريف مي شــوند. بعداً 
با زاويه هــاي مثلثاتي با اندازه هاي منفي 
هم آشنا مي شويد كه به جهت چرخيدن 
بســتگي دارند. مثلاً قرارداد مي كنند كه 
چرخيدن يا دوران در جهت ســاعت گرد 
را مثبت و در جهت خلاف ساعت گرد را 

جهت منفي اختيار كنند.
چنانچــه در تعريــف بيــان كرديم، در 
زاويه هاي  بــا  تقارن هــاي دوراني فقط 
بزرگ تر از صفر و كوچك تر يا مســاوي 

°360 سروكار داريم.
بــراي آنكه در مربع با تقارن °270 بهتر 
آشــنا شويد، تصور كنيد ســه دوران به 
اندازة °90 را پشت سر هم انجام داده ايد:

 .270°=3×90°
شكل7

از نظر هندســي شما يك زاويه به اندازة 
°90 را مشــاهده مي كنيد )شــكل 7(، 
اما از نظــر دوران يا چرخيدن، مي توانيد 
تصور كنيد كه به اندازة °270 در جهت 
ســاعت گرد نقطة A چرخيده يا دوران 

كرده تا بر نقطة B منطبق شده است.
حال اگــر در خلاف جهت ســاعت گرد 
حركت كنيد، بــا زاويه اي به اندازة 90° 
مي توانيــد A را بــر B منطبق كنيد اما 
براي آنكــه ايــن دو دوران به طور مجزا 
مشخص باشــند، براي آن ها جهت قائل 
مي شويم. پس مي توانيم قرارداد كنيم كه 
 B بــا دوراني به اندازة °90- بر A نقطة
منطبق مي شود. در واقع دوران به اندازة 
°270 در جهت ساعت گرد معادل دوران 
به اندازة °90 در جهت خلاف ساعت گرد 

ریاضی
ومـدرسه

يا °90- اســت، به همين اندازه توضيح 
بسنده مي كنيم و وارد موضوع زاويه هايي 
از اين نوع كه جهــت دار با اندازة منفي 

هستند، نخواهيم شد.
بالاخره ماننــد دوران °270 مي توانيم 
دورانــي به انــدازة °360 يا همان يك 
دور كامل را نيز تعريف و توجيه كنيم. با 
توجه به آنچه در بالا توضيح داديم، مربع 
چهار تقارن دوراني نيز دارد كه آن ها را 

به صورت هاي زير نشان مي دهيم:
R90° ،R180° ،R270° ،R360°

پس مربع به طور كلي داراي هشت تقارن 
است. به اين معني كه مربع را مي توانيم 
به وسيلة هشت تبديل طولپا بر خودش 

منطبق كنيم.

تقارن هماني
اگر مثلث غيرمشــخصي را كه هيچ دو 
ضلع آن هم اندازه نيستند بررسي كنيم، 
پي مي بريم كه هيچ تقارن خطي ندارد، 
امــا داراي تقارن دوراني °360 اســت. 
اكنون به يك پرسش اساسي مي رسيم: 
»آيا هر شــكلي مي توانــد داراي تقارن 

°360 باشد؟«
جواب به اين پرســش ســاده است: بله 
بــا دوران °360 هر شــكلي بر خودش 
منطبــق مي شــود. در واقــع يك دور 
كامل اســت. اين در زبــان عاميانه نيز 
گاهــي به كار مي رود كه دوباره به جاي 
اول برگشــتيم. بنابراين همة شــكل ها 
مي توانند، داراي تقــارن دوراني 360° 
باشــند. در واقع اين تقارن با تقارن هاي 
ديگر يك تفاوت دارد. آيا مي توانيد اين 

تفاوت را بيان كنيد؟
در تقارن هاي به غير از °360 شــكل بر 
خودش منطبق مي شــود، اما هر نقطة 
شــكل بر خودش منطبق نمي شود. در 
حالي كه در تقارن °360، هر نقطة شكل 
بر خودش منطبق مي شود. بنابراين تقارن 
°360 را »تقــارن همانــي« نام گذاري 
مي كنيم. هماني به معني اينكه هر نقطه 
بر خود همان نقطه منطبق مي شود. پس 

تعريف زير را داريم:

تعريف: تقارني را كـه هـر نقطـة 
شكل بر خـود آن نقطـه منطبق 

شود، تقارن هماني مي ناميم.
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بنابراين، تقارن دوراني °360 يك تقارن 
هماني است.

آيــا به غير از تقارن دوراني °360 تقارن 
هماني ديگري مي شناســيد؟ دو تبديل 
طولپاي انتقال و بازتاب را در نظر بگيريد. 
آيا حالتي وجــود دارد كه اين تبديل ها 
هماني شــوند. با كمي تفكر درمي يابيم، 
انتقــال به اندازة بردار صفر اين ويژگي را 
دارد. زيــرا انتقال به اندازة بردار صفر هر 
نقطه را به خود آن نقطه تبديل مي كند. 
به بيان ديگر، انگار هيچ حركتي صورت 
نگرفته اســت. اما ايــن موضوع در مورد 

بازتاب جذابيت بيشتري دارد.
بازتاب Sm را در نظر مي گيريم )شكل 8(. 
اگــر نقطة A در صفحة خط m مفروض 
 m را نســبت به A باشــد، بازتاب نقطة
 B مي ناميم. اكنون بازتاب نقطة B نقطة

نسبت به m چيست؟
شكل8

مسلماً چون: AH=HB، پس اگر بازتاب 
نقطة B را نسبت به m پيدا كنيم، دوباره 
همان خود نقطة A است: B=Sm(A) و 

.C=Sm(B)
در نتيجه: A=C . يعني C بر A منطبق 

شده است.
اين يعني دو بار بازتاب پيدا كردن نسبت 
به m، تبديل هماني است. بنابراين، Sm و 
به دنبال آن دوباره Sm نيز تقارن هماني 

است.
در تقارن هاي هر شــكل همــواره تقارن 
همانــي را نيــز در نظــر مي گيريم. در 
قسمت بعدي به تعيين تقارن هاي بعضي 
شــكل هاي معروف به ويژه چندضلعي ها 

مي پردازيم.


